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l. Exemple préliminaire.

u(t)
Alimentons un circuit (R,C) par un générateur

.
e(t T%) C_— sinusoidal de fem e(t) = E~/2 cos at.

(o]
Alors : e =Ri+u=RCu+u
L’équation différentielle sur u(t) est donc :
(o]
Tu+u=E 2 cos ut D

En régime RSF, on ne s’intéresse qu’a une solution particuliere de cette équation, et on

cherche :

u(t) = U V2 cos (at + )

o]
Alors : u=-wU+2 sin (ut + ¢)

Et en reportant dans (1) :

- wt U sin (wt +¢) + U cos (wt + ¢) = E cos wt

sin wt cos ¢ + cos wt sin ¢ cos wt cos ¢ — sin wt sin ¢

Ainsi :
cos wt [wtsin ¢ + cos ¢] + sin wt [- wtcos ¢ —sin ¢] = 5 cos wt , Ot

ce qui implique :

-wrtcos dp-sindg=0

-ooTsinq)-cosq):E
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On en déduit : cosdp=-1W
sin ¢ = T
V1 + w?
cos ¢ = ;
V1 + 1202
Donc : U= E
1+ 12W?

On voit que, pour un circuit trées simple, les calculs en notation réelle sont assez
longs. Nous allons donc utiliser la notation complexe, qui permettra de résoudre de
maniére élégante et assez rapide les exercices et problémes sur les circuits linéaires en
RSF.

Il. La notation complexe.

11.1. Définitions.
Soit x(t) = X J2 cos (wt + ¢) une grandeur sinusoidale de pulsation x.

*0n associe a x(t) sa grandeur complexe instantanée :

x(t) = X \/Eej(wtﬂb)

" = eM/2est souvent noté "j", en particulier en électricité pour

Rem. : en physique, "i

éviter une confusion avec l'intensité.

On a alors : x(t) = Re (x(t))

*0n pose aussi : X = Xum elt=x \/5 elt

(ou parfois X = X el?)
X est l'amplitude complexe associée a x(t) : pour une pulsation w donnée, la

connaissance de X donne X et ¢, donc caractérise parfaitement la grandeur x(t).
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11.2. Intérét : il s’agit de remplacer toute relation différentielle linéaire par une
relation linéaire non différentielle. En effet :

IX o
Il
o
£
X

Dériver en notation complexe revient donc a multiplier par jow.

Rem. : j = eM/2

, et on retrouve que dériver une fonction sinusoidale revient a ajouter

M /2 a I'argument (rotation de %) :

%(cos wt) = cos (wt + M /2) = -sin wt

De méme : J’g(t)dtz_ix
jw

I1l. Impédance et admittance complexe.

Nous admettrons ici la propriété mathématique suivante :

X() =y, Ot = x(t) = y(t)
Alors :

ity R
111.1. Résistance : AO O B

u(o

u =Ri() - u®)=RIiM

On pose alors : =Z impédance complexe du dipble

Pour une résistance : Z=ROR
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i(t) L
111.2. Bobine : O—>—/VVVA—0
u(t)
(o) (o)
u =L i) < u®=Li()
jai
Ainsi : u=((Lw i Z=jLw
i(t) |
111.3. Condensateur : © | ©
u(t)

i) =Cu® - i) =Ccu(t=C (o)

Ainsi Q:_ii : Z:_L
jCw JCw

111.4. Généralisation : soit un dip6le AB en RSF :

A i) B
O0——>—— Dipdle —————0

u(t)

Posons : i(t) = 1 V2 cos wt © i(t) = 12 el
u(t) =Uu \/ECOS ((;Jt+¢) o g(t) — U\/E ejo)t ej¢

On définit alors :

U L, s
Z= g = T , impédance complexe du dipdle
i
i 1 . .
Y=== = | admittance complexe du dipéle
u -_—
On voit alors que :
1z|=2= % (« impédance » en Q du dipole)

Arg| Z | = ¢ = déphasage u/i
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" 1 1
De méme : |Y[=Y==== (en5S)
u Z
Arg| Y |= - ¢ = déphasage i/u
N i - 1
otation : o > z OB
A
U
Uu=21
Et on retiendra : ( Zg =R Zz =R
¢ =
Z, =jLw Zi=Lw
< d=+nNn/2
ZC = i ZC = i
— JCw Cw
. ¢ =-n/2

111.5. Exemples de calcul : les lois des nceuds et des mailles restant valables en
notation complexe, on aura :

Z= 2 Z, en série
A
Y = 2 Y;i en parallele
e 1
R L
| A
R C e
1 | | O —0 oO——1 0
oL ° ¥ | |
ICI c
Z=R+ > Y =jCo+ = Y = jCo+ ——
jCw R jLw
C2w? 1+ jRCw 1-LCw?
=-ArctanBiH Zz; Z=L—w
ERC(A)D 1' 1+R2C2w2 ‘1_LC(J~)2‘
¢ = - Arctan RCw ¢ £M/2
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Rem. : dans tous les calculs en RSF, on retrouve des groupements sans dimension, du

type :

RCw, "?‘” . LCWP..

(ce qui permet de vérifier ’homogénéité des résultats obtenus).

IV. Théorémes pour les circuits linéaires en RSF.

La relation u = Z i généralisant, en notation complexe, la loi d’'Ohm ; les lois des
nceuds et des mailles restant valables en notation complexe : tous les théorémes vus en
I et Il (diviseurs de tension et courant, théoréme de Millmann, transformation
triangle/étoile, théoréme de superposition, théoréme de Thévenin/Norton) restent

valables en RSF, a condition d’utiliser la notation complexe.

1V.1. Diviseur de tension.

Z
=2 Z,
o 1 Uy=—"—U
Y — e - 4tz
Zl
Ex
=
U O — U, }/
1)y _ jCw
CI TR
%Coo
Soit Vo= —
— 1+ jRCw —

Rem. : on retrouve I'exemple préliminaire, et donc beaucoup plus rapidement que :
_ 1

e Y1+R2C%w?

C |wC
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1V.2. Diviseur de courant.

O

Ex : O S L

] 1
c_ L Jew* -~

1
o —

1V.3. Théoréme de Millmann.

2 Yie Vie
2 Yie

|<
Il

EXx. : double cellule (R, C)

R R .
— — On se propose de calculer Ugen fonction
Ue he L UIA_I Us prop s
c__ |\ c__ deU,, RetC.
1 L .
U = —— U, (diviseur de tension)
— 1+ jRCw —
1/RU, +1/R U, + jcwx O .
N = = (Millmann)
— 1/R #1/R + jcw
_ Ue + Us
"~ 2+jRCw
En éliminantU, , on obtient :
1
U, = U
—  1+3jRCw-R%*C%u? —
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1V.4. Théoréme de Thévenin/Norton.

! A
Dipdle linéaire en Owx U
RSF, sans sources
contrélées par une
grandeur externq o
N— —0 x U B
- (Norton)
u
(Thévenin)

1 Em
- Zm = Zm

précisé en régime permanent.

Avec toujours @ Yy= —, Iy = , les calculs de Eq,, Iy et Z, se faisant comme

Exemple : On se propose de calculer | dans le circuit suivant :

' Z
| | - -
' E cC__ R < Em R
i :
. © S,
! | B B
Sur le schéma équivalent :
= _Em
- R+Zy,
*Calcul de Eq, = Uy (&4 vide) :
R o)
LI O ETh = ;E
— 1+ jRCw
E c__
O
*Calcul de Z¢, : on éteint la source (E = 0)
OA
R
—_— Z —
R —C ™= 1+jRCw
OB
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? .
Alors : 1= 1+—JRCO0
R +R .
A + JRCw
Soit - 1= ——£5
R(2 + jRCw)

V. Etude du circuit RLC série en RSF.

V.1l. <« Résonance en intensité >» : on cherche a étudier I'évolution de la valeur
efficace | de i(t) lorsque w varie. Pour ce faire, on peut étudier la tension aux bornes de

R: I
L .
v 4O
e(t) | u(t) Le diviseur de tension donne :
R
! — Rk

I
Il

R +jL(o+_i
JCw

e(t) = E\/E cosuwt

O u= 1 1
1+jHe- 1 H
OR RCw[
. . 1 .
En introduisant w, = —— , on obtient :
JLC
Lw
Qo = RO
u= ! E
. w
1+ J Qo Eﬂg - OE
o w
. 1
Ainsi : U = U= E
\/ 1+Q2 Eﬂg - %g
o w
cew=0:U=0
*ewW- U - 0
* U est maximale si w= w,, et Upax = E
L’'allure de la courbe U(w) est donc la suivante :
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E [}
E i

Pour w = wy, on dit qu’il y a résonance d’intensité dans le circuit RLC série. A la

résonance : Z = R : u(t) = e(t) = Ri(t) (i(t) est en phase avec e(t)).

Rem. : en électronique, un tel circuit sera appelé filtre passe-bande (cf V). La « bande

e~ E )
passante » Aw est définie & — . Nous montrerons que Aw = —9.

2 Qo

V.2. Résonance en tension aux bornes de C.
On étudie cette fois la tension aux bornes du condensateur.

1 —— ) Yo i

R +ij+_i
jCw

R L
e(t) L o0 u(t) Toujours avec le diviseur de tension :
( # ) C

Soit : U= 1 E

o H e

W . L . .
Posons x = — (« pulsion réduite », sans dimension) :
Wo

U=

> E

o

On cherche aussi a tracer I'allure de la courbe U(w) ou U(X).

ePourx=0:U=E
ePourx - o:U - 0

» Recherche d’un extremum de U(X)

X
Posons X = x?; f(X) = (1 — X)* + ——
Qo°

Page 10 Francois MORAND 0 EduKlub S.A.
Tous droits de l'auteur des ceuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des ceuvres autre
que la consultation individuelle et privée sont interdites.



Phvsiaiile

RESEAUX LINEAIRES EN REGIME SINUSOIDAL FORCE (RSF)

Cours
u=_1 ¢ du_du dx_, du
f(X) dx dX dx dXx
Soit : o oxE (-lf(X)'B’Z) f(X)
dx 2
Ainsi : d—U=0 = X=0o0uf(X)=0
dx
, 1
Or : f(X)=-2(1—X)+—2
0
er 1 ] ’
1" cas : Qo < — : f'(X) ne peut s’annuler.

2

La courbe U(X) ne présente pas d’extremum autre que x = 0.

2'3cas:Qo>i X)) =0pourx=xg= |1- 1

V2 2Q,”

La courbe U(x) présente donc un maximum (on peut vérifier que 3—U > 0six<xget 3—U
X

X

< 0 si X > Xg) pour X = Xg.

De plus : Upox = ——2E

Untax koo mmomeee

L

{ 1
k=w [1-——
2Q,

. . . . . 1
On dit donc qu’il y a résonance de tension aux bornes de C si Qo > —.

2

Rem. : Si Qo >> 1: ux = wpy (la pulsation de résonance est quasi confondue avec la

pulsation propre).
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De plus, dans ce cas: Uyxx = Qo E =>> E. Ainsi, on appelle parfois Qq, facteur de

« surtension ».

Le phénoméne peut devenir dangereux ou conduire au « claguage » du condensateur,
puisque par exemple, pour E =2V, Qp = 100 : Uyax = 200 V.

De la méme maniére, en mécanique, les phénoménes de résonance lors de secousses
telluriques ou passage de camions peuvent s’avérer dangereux pour les structures (ponts
a haubans...), et les ingénieurs cherchent a s’en protéger ; le phénoméne est complexe,

puisque I'excitation n’est pas sinusoidale.

VI. Puissance en régime sinusoidal forcé.

V1.1. Définitions :

L — ©) = 142 cosux
Dipoéle u(t) = U2 cos (wt+ §)

u(t ) ) ) ) o
*P(t) = u(t) |2t) est la puissance instantanée consomme par le dipoéle.

*Papp = U | est la puissance « apparente »

*P = < p > est la puissance « moyenne » ou « active » réellement consommée par le

dipéle.

VI1.2. Expression de P.
p(t) = 2 Ul cos wt cos (wt + ¢)

= Ul [cos (2ut +¢) + cosd]

Ainsi : P=Ulcos¢=0

Exemples :
*Résistance : P = RI?
*Bobine et condensateur : P =0

*Circuit RLC série :

i R L C
O—>— VY0 p(t) = u(t) i(t) = ugi + Ui + Ui
Ug UL Uc O <p> = P = <ugi> = RI?
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*Circuit RLC paralléle :

iR i Ic Pp=ui=uir + Ui+ Uic

— 2
RD L§ —¢ D<p>:P=<uiR>:U?

VI1.3. Calcul en notation complexe.

Ona: u = U2 el@t+®
{1= 12 elt

Ainsi : P=<p>= % Re (u i*)

Rem. : on pose parfois
p= % ui* puissance complexe
P = Re(p) = Ul cos¢ puissance active
Q =Jm(p) = Ul sind puissance “réactive”

Pour un dipble d’impédance complexe Z, on a alors :

o—>—- Z

Ic

Ex. : circuit RLC série :

Z=R+jlo- =)
Cw

0 P=RI?

V1.4. Facteur de puissance : c’est le « cos¢$ » d’une installation électrique :

cosd = P

Papp
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Intérét : soit un générateur alimentant une utilisation a travers une ligne de transport :

Z

Ligne Utilisation

(usager)

Générateur

. cos
(réseau) ¢

P, = Ul cos¢ est la puissance utile

Pgens la puissance moyenne délivrée par le générateur

Pligne = RI? la puissance moyenne consommeée par la ligne (Z = R + jX)

Le rendement énergétique de I'ensemble est :

Po _ 1

géné 1+ P“9ne
PLI
n est donc une fraction décroissante de :
Pligne _ R |2 _ R Pu
Py Py U? cos? ¢

Pligne donc -

Pour augmenter n, il faut minimiser
u

* Diminuer R (augmenter la section des cables)

* Augmenter U (hautes tensions)

* Augmenter cos ¢ (en pratique cos¢ > 0,9)
EX. : soit un dipble d'impédance complexe
z=z elt
Pour augmenter cos¢ , on peut placer en paralléele sur le dipbéle un condensateur :

O—

. 1
Xtotal =JC(*) + Z
C <

o——

On veut coS g = 1 = Yiota OR

Coo—lsinq) =0
z
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VI1.5. Adaptation d’impédances : on cherche a avoir P, maximale.

g
u ) _ .
Posons : Zy=Rg+]jXq
it Z, _
o Z,=Ry+ ] Xy
Z E
Alors : u=_—=_§, ; l=_———
T Lty
Re(Zyw)
Pu=—Re(U|*)=_g2 —u2
2, +2, |
. R
Soit : Py = E4° u
Ry +Rg)? +(Xy +Xg)?
On voit alors que P, maximale pour X, = - Xy ; on se raméne alors au cas étudié
en régime continu, donc Ry = R, correspond a Puax - Finalement, I'adaptation

d’impédances sera réalisée si :

Alors : Pumax
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